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DISTANCES INVARIANTES ET POINTS FIXES
D’APPLICATIONS HOLOMORPHES
JEAN-PIERRE VIGUE´
Abstract. In this paper, we prove the following result : let X be
a complex manifold, hyperbolic for the Carathe´odory distance and
let U be an open set relatively compact in X . Then, there exists
k < 1 such that we get, for the Carathe´odory infinitesimal metric
EX(x, v) ≤ kEU (x, v). We also get results concerning fixed points
of holomorphic mappings from X to U .
Re´sume´. Dans cet article, nous montrons le re´sultat suivant :
Soit X une varie´te´ complexe hyperbolique pour la distance de
Carathe´odory et soit U un ouvert relativement compact dans X .
Alors, il existe k < 1 tel que, pour la me´trique infinite´simale de
Carathe´odory, on ait EX(x, v) ≤ kEU (x, v). Nous obtenons aussi
des re´sultats sur les points fixes d’applications holomorphes de X
dans U .
Mathematics subject classification (2010) 32F45, 32H02.
1. Introduction
Un certain nombre d’auteurs ont conside´re´ le proble`me suivant : soit
X une varie´te´ analytique complexe munie d’une distance invariante
dX . Soit U un ouvert relativement compact dans X . Existe-t-il une
constante k < 1 telle que, pour tout x ∈ U , pour tout y ∈ U , on ait
dX(x, y) ≤ kdU(x, y).
Si c’est le cas, on en de´duit que, pour toute application holomorphe
f : X −→ X telle que f(X) soit relativement compact dans X , f
admet un point fixe unique a ∈ X , et a = lim fn(x0), ou` x0 est un
point quelconque de X .
Sur cette question, on peut citer en particulier les deux re´sultats
suivants :
- H. Reiffen [6] annonce ce re´sultat dans le cas d’un espace analy-
tique complexe X ciX -hyperbolique (ce qui signifie que la pseudodis-
tance inte´gre´e de Carathe´odory ciX est une distance sur X).
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- C. Earle et R. Hamilton [1] montrent ce re´sultat dans le cas d’un
domaine borne´ X d’un espace de Banach complexe et d’un ouvert U ⊂
X comple`tement inte´rieur a` X , ce qui signifie que la distance de U a`
la frontie`re de X est strictement positive. Dans le cas de la dimension
finie, ceci signifie seulement que U est relativement compact dans X .
Il nous faut aussi signaler un re´sultat de M. Herve´ [3], p. 92 sur les
points fixes d’applications holomorphes, re´sultat obtenu sans utiliser
les distances invariantes : soit U un ouvert de Cn et soit f : U −→ K
une application holomorphe, ou`K est un compact de U . Alors f admet
un point fixe unique.
Enfin, signalons un re´sultat de P. Mazet et J.-P. Vigue´ [5] (voir aussi
[7]) obtenu en utilisant les re´sultats pre´ce´dents : l’ensemble des points
fixes d’une application holomorphe f : X −→ X , ou` X est un domaine
borne´ de Cn, est une sous-varie´te´ analytique complexe de X .
Nous allons maintenant montrer deux re´sultats sur cette question,
un obtenu en utilisant la distance inte´gre´e de Carathe´odory, l’autre
en utilisant la distance de Kobayashi. Pour commencer, nous allons
rappeler quelques proprie´te´s des distances invariantes.
[Je remercie Jean-Jacques Loeb pour toutes les discussions que nous
avons eues sur cette question.]
2. Rappel sur les distances et me´triques invariantes
SoitX une varie´te´ analytique complexe. On de´finit la pseudome´trique
infinite´simale de Carathe´odory (ou de Reiffen-Carathe´odory) de la fac¸on
suivante : ∀x ∈ X, ∀v ∈ TxX ,
EX(x, v) = sup |ϕ
′(x).v|,
ou` ϕ parcourt l’ensemble des applications holomorphes de X dans le
disque-unite´ ∆. On ve´rifie facilement que EX est une pseudome´trique
invariante dans le sens suivant : si f : X −→ X ′ est une application
holomorphe, on a, ∀x ∈ X, ∀v ∈ TxX ,
EX′(f(x), f
′(x).v) ≤ EX(x, v).
En particulier, les isomorphismes analytiques sont des isome´tries.
De manie`re duale, on de´finit la pseudome´trique infinite´simale de
Kobayashi (ou de Royden-Kobayashi): ∀x ∈ X, ∀v ∈ TxX ,
FX(x, v) = inf
ϕ∈H(∆,X),ϕ(0)=x
{|λ| tel que λϕ′(0) = v}.
On ve´rifie que FX est elle aussi une pseudome´trique invariante.
Etant donne´e une pseudome´trique invariante sur une varie´te´ X , on
peut de´finir par inte´gration la longueur d’un chemin de classe C1 par
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morceaux. Ensuite, on de´finit une pseudodistance inte´gre´e. La pseu-
dodistance de deux points a et b est de´finie comme la borne infe´rieure de
la longueur des chemins d’origine a et d’extre´mite´ b (voir [4]). C’est, en
un sens facile a` pre´ciser, une pseudodistance invariante. Par cette tech-
nique, en partant de la pseudome´trique infinite´simale de Carathe´odory,
on de´finit la pseudodistance inte´gre´e de Carathe´odory ciX ; en partant
de la pseudome´trique infinite´simale de Kobayashi, on de´finit la pseu-
dodistance de Kobayashi kX . Par exemple, dans le cas du disque-unite´
∆ dans C, on obtient
ci∆(z, w) = k∆(z, w) = ω(z, w) = tanh
−1
∣
∣
∣
z − w
1− wz
∣
∣
∣,
ou` ω est la distance de Poincare´.
Enfin, on de´finit la pseudodistance de Carathe´odory cX sur une
varie´te´ X de la fac¸on suivante : pour tous a et b dans X ,
cX(a, b) = sup
ϕ∈H(X,∆)
ω(ϕ(a), ϕ(b)),
ou`H(X,∆) de´signe l’ensemble des applications holomorphes deX dans
le disque-unite´ ∆. Bien suˆr, cX est une pseudodistance invariante.
Pour une description plus de´taille´e des pseudome´triques et pseu-
dodistances invariantes, voir le livre de S. Kobayashi [4].
3. Utilisation de la distance inte´gre´e de Carathe´odory
Soit X une varie´te´ analytique complexe et soit ciX la pseudodistance
de Carathe´odory sur X . On dit que X est ciX -hyperbolique si c
i
X est
une distance sur X . Si ciX est une distance, on de´duit du fait que
c’est une distance inte´gre´e et d’un re´sultat classique qu’elle de´finit la
topologie de X . Nous avons le the´ore`me suivant.
The´ore`me 1. Soit X une varie´te´ analytique complexe ciX-hyperbolique
et soit U ⊂ X un domaine relativement compact dans X. Alors, il
existe une constante k < 1 telle que, ∀a ∈ X, ∀v ∈ TaX, on ait
EX(a, v) ≤ kEU(a, v).
Plus pre´cise´ment, k = tanhM , ou` M est le diame`tre de U pour la
pseudodistance de Carathe´odory.
Par inte´gration, on en de´duit que, pour tous a et b appartenant a` U ,
ciX(a, b) ≤ kc
i
U(a, b)
De´monstration. Soit cX la pseudodistance de Carathe´odory sur X .
Comme U est compact, le diame`tre de U pour la pseudodistance de
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Carathe´odory qui, par de´finition, vaut supx∈U,y∈U cX(x, y) est une con-
stante M < +∞, et
M = sup
f∈H(X,∆),f(x)=0
ω(0, f(y)) = sup
f∈H(X,∆),f(x)=0
tanh−1
∣
∣
∣f(y)
∣
∣
∣.
On en de´duit imme´diatement que, si on pose k = tanhM , on a : k < 1
et, ∀a ∈ X, ∀f ∈ H(X,∆), tel que f(a) = 0, on a : ‖f‖U ≤ k < 1.
Etant donne´e une fonction holomorphe f : X −→ ∆ telle que f(a) =
0, on de´finit une fonction ϕ : U −→ ∆ par la formule
ϕ(z) = (1/k)f(z).
Il est clair que ϕ envoie U dans ∆, et on a :
∣
∣
∣ϕ′(z).v
∣
∣
∣ = (1/k)
∣
∣
∣f ′(z).v
∣
∣
∣.
En prenant la borne supe´rieure, pour toutes les fonctions holomorphes
f : X −→ ∆, on en de´duit que
EU (a, v) ≥ (1/k)EX(a, v),
ce qui donne
EX(a, v) ≤ kEU(a, v),
ce qui est le re´sultat annonce´. Par inte´gration, on en de´duit que, pour
tout a ∈ U , pour tout b ∈ U , ciX(a, b) ≤ kc
i
U(a, b).
Comme application, nous avons le the´ore`me suivant.
The´ore`me 2. Soit X une varie´te´ ciX-hyperbolique et soit f : X −→ X
une application holomorphe telle que f(X) soit relativement compact
dans X. Alors la suite des ite´re´es fn converge, pour la topologie com-
pacte ouverte vers une application constante z 7→ c, ou` c est l’unique
point fixe de f .
(En particulier, l’hypothe`se que X est ciX-hyperbolique est ve´rifie´e si
on suppose que la pseudodistance de Carathe´odory cX sur X est une
distance sur X.)
De´monstration. On de´duit facilement du fait que f(X) est relative-
ment compact dans X qu’il existe un ouvert U relativement compact
dans X tel que f(X) ⊂ U ⊂ X . Comme f envoie X dans U , on a,
pour tout a ∈ X , pour tout v ∈ Ta(X),
EU(f(a), f
′(a).v) ≤ EX(a, v).
D’apre`s le the´ore`me 1, il existe une constante k < 1 telle que
EX(f(a), f
′(a).v) ≤ kEU(f(a), f
′(a).v).
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On trouve alors
EX(f(a), f
′(a).v) ≤ kEX(a, v).
Par inte´gration, on en de´duit que, pour tout a ∈ X , pour tout b ∈ X ,
ciX(f(a), f(b)) ≤ kc
i
X(a, b).
En utilisant ce re´sultat pour b = f(a), et en ite´rant, on en de´duit que,
pour tout n > 0,
ciX(f
n(a), fn+1(a)) ≤ knciX(a, f(a)).
De fac¸on tout a` fait classique, on en de´duit que, pour tout a ∈ X , la
suite des ite´re´es (fn(a)) est une suite de Cauchy pour ciX sur f(X) qui
est compact. Elle converge donc vers c qui est l’unique point fixe de f .
Maintenant, soit K un compact de X . On a :
sup
z∈K
ciX(z, f(z)) =M < +∞.
Pour n ≥ p, on a pour tout z ∈ K,
ciX(f
n(z), f p(z)) ≤ kp−1/(1− k)M,
ce qui montre la convergence uniforme sur K de la suite (fn(z)) vers
c. Ainsi, la suite (fn(z)) converge vers la fonction constante e´gale a` c
pour la topologie compacte ouverte.
Nous avons aussi le corollaire suivant.
Corollaire 1. Soit A une varie´te´ de Stein, et soit X ⊂ A un domaine
relativement compact dans A. Soit U un ouvert de X relativement
compact dans X et soit f : X −→ U une application holomorphe.
Alors f admet un point fixe unique c ∈ U et la suite des ite´re´es (fn)
converge vers c pour la topologie compacte ouverte.
De´monstration. D’apre`s l’hypothe`se, les fonctions holomorphes sur
A se´parent les points de X . Comme X est compact, ces fonctions sont
borne´es sur X . Par suite, X est cX-hyperbolique et c
i
X -hyperbolique,
et on peut appliquer le the´ore`me 2.
Remarquons que l’on peut aussi appliquer ce re´sultat pour des varie´te´s
qui ne sont pas hyperboliques pour la pseudodistance inte´gre´e de Ca-
rathe´odory. Plus pre´cise´ment, nous avons le corollaire suivant.
Corollaire 2. Soit A une varie´te´ de Stein, et soit X ⊂ A un domaine.
Soit U un ouvert de X relativement compact dans X et soit f : X −→
U une application holomorphe. Alors f admet un point fixe unique
c ∈ U et la suite des ite´re´es (fn) converge vers c pour la topologie
compacte ouverte.
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Par un raisonnement classique de compacite´, on construit un ouvert
U ′ relativement compact dans X tel que U soit relativement compact
dans U ′. On remarque alors que, comme A est une varie´te´ de Stein,
les fonctions holomorphes sur A se´parent les points de U ′, et comme
U ′ est relativement compact dans X , les restriction a` U ′ des fonctions
holomorphes sur A sont borne´es sur U ′, ce qui entraˆıne que U ′ est
hyperbolique pour la distance de Carathe´odory. D’apre`s le the´ore`me
2, f admet un point fixe unique c ∈ U .
Le fait que la suite (fn) converge vers c pour la topologie compacte
ouverte se montre de la fac¸on suivante : soit K un compact contenu
dans X . Quitte a` changer U ′, on peut supposer que U ′ contient U et
K. Il suffit alors d’appliquer le the´ore`me 2.
Pour terminer ce paragraphe, remarquons que le the´ore`me que nous
venons de de´montrer permet de retrouver le re´sultat de M. Herve´ [3].
En effet, Cn est une varie´te´ de Stein et on peut appliquer le corollaire
pre´ce´dent.
4. Utilisation de la distance de Kobayashi
On peut se demander si on peut ge´ne´raliser le the´ore`me 1 en rem-
plac¸ant la me´trique infinite´simale de Carathe´odory par la me´trique
infinite´simale de Kobayashi. Rappelons qu’une varie´te´ complexe X
est hyperbolique si la pseudodistance de Kobayashi kX est une dis-
tance sur X . La premie`re remarque est qu’il existe des varie´te´s hy-
perboliques compactes. Dans ce cas, si on conside`re U = X ⊂ X ,
on ne peut pas espe´rer obtenir une ine´galite´ stricte entre FU(a, v) et
FX(a, v). Pour obtenir un re´sultat de ce genre, il faut faire des hy-
pothe`ses supple´mentaires sur les varie´te´s conside´re´es (afin d’e´liminer le
cas compact). Plus pre´cise´ment, nous avons le the´ore`me suivant.
The´ore`me 3. Soit A une varie´te´ de Stein de dimension n. Soit X ⊂ A
un domaine hyperbolique et soit U un ouvert de X relativement compact
dans X. Alors, il existe une constante k < 1 telle que, pour tout a ∈ U ,
pour tout v ∈ TaU , on ait
FX(a, v) ≤ kFU(a, v).
De meˆme, pour tout a ∈ U , pour tout b ∈ U , on a
kX(a, b) ≤ kkU(a, b).
De´monstration. D’apre`s la the´orie des varie´te´s de Stein, il existe un
plongement ferme´ i de A sur une varie´te´ ferme´e i(A) de C2n+1.
On de´duit alors du fait que i(U) est relativement compact dans C2n+1
qu’il existe R > 0 tel que, ∀x ∈ i(U), i(U) ⊂ B(x,R), ou` B(x,R) est la
boule de centre x et de rayon R pour une norme quelconque sur C2n+1.
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D’apre`s R. Gunning et H. Rossi [2], chapitre VIII, section C, the´ore`me
8, il existe un voisinage W de i(A) et une re´traction holomorphe ρ de
W sur i(A). D’autre part, quitte a` diminuer la taille de W , on peut
supposer qu’il existe r > 0 tel que
∀x ∈ i(U), B(x, r) ⊂ W,
∀x ∈ i(U), ρ(B(x, r)) ⊂ i(X).
Soit maintenant ϕ : ∆ −→ i(U) une application holomorphe telle
que ϕ(0) = a. On peut alors de´finir une application holomorphe ψ :
∆ −→ i(X) par la formule
ψ(ζ) = ρ((1 + r/R)(ϕ(ζ)− ϕ(0)) + ϕ(0)).
Il faut d’abord ve´rifier que ψ est bien de´finie. Pour cela, on e´crit
(1 + r/R)(ϕ(ζ)− ϕ(0)) + ϕ(0) = ϕ(ζ) + r/R(ϕ(ζ)− ϕ(0)).
Or, ϕ(ζ) ∈ i(U), ‖ϕ(ζ)−ϕ(0)‖ < R, ‖r/R(ϕ(ζ)−ϕ(0))‖ < r, etW con-
tient la boule de centre ϕ(ζ) et de rayon r. Par suite, (1+ r/R)(ϕ(ζ)−
ϕ(0)) + ϕ(0) ∈ W , et son image par ρ est contenue dans i(X).
D’autre part, il est clair que ψ(0) = a et ψ′(0) = (1 + r/R)ϕ′(0).
Ceci suffit a` de´montrer que
FX(a, v) ≤ 1/(1 + r/R)FU(a, v).
Par inte´gration, on en de´duit la meˆme ine´galite´ sur la distance de
Kobayashi.
Par les meˆmes me´thodes que dans la section 3, on montre un the´ore`me
sur les points fixes d’applications holomorphes.
The´ore`me 4. Soit A une varie´te´ de Stein. Soit X ⊂ A un domaine
hyperbolique et soit f : X −→ X une application holomorphe telle
que f(X) soit relativement compact dans X. Alors la suite des ite´re´es
fn converge, pour la topologie compacte ouverte vers une application
constante z 7→ c, ou` c est l’unique point fixe de f .
A partir de ces conside´rations, on peut donner une nouvelle de´-
monstration du corollaire 2 qui utilise la me´trique infinite´simale de
Kobayashi. Le re´sultat obtenu est, il semble, tout a` fait semblable a`
celui du corollaire 2.
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